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32

vody lehdj.k

vodyu rFkk lekdyu dh ladYiuk i<+ ysus ds ckn gekjs lkeus iz'u gS fd mudk iz;ksx dgkaa
fd;k tk,A

okLro esa ;s os lk/u gSa tks lgh&lgh izkjfEHkd pky] iz{ksi dks.k] vko';d iz.kksn rFkk vkUrfj{k
izekspu esa vU; lEcaf/r fof'k"Vrkvksa dks Kkr djus esa gekjh lgk;rk djrs gSaA

dsoy  ;gha ugha] cfYd HkkSfrdh rFkk tho foKku esa dqN iz'uksa esa gesa ,sls lEcU/ feyrs gSa tks
vodyt ls lEc¼ gksrs gSaA

,d ,slk lEcU/ 2ds
4.9 t

dt
=  gks ldrk gS tgka s nwjh gS] t le; gS] vr%] 

ds

dt
] le; t ij osx

(nwjh ds ifjorZu dh nj) fu:fir djrk gSA

,sls lehdj.kksa dks] ftuds in vodyt lEc¼ gksrs gSa] vody lehdj.k dgrs gSaA bl ikB esa
ge] ,sls lehdj.kksa ds gy rFkk mu ds iz;ksx i<+saxsA

   mís';
bl ikB ds vè;;u ds ckn vki fuEufyf[kr esa leFkZ gks tk;saxs %

� vody lehdj.k] bldh dksfV rFkk ?kkr dks ifjHkkf"kr dj lduk

� vody lehdj.k dh dksfV rFkk ?kkr Kkr dj lduk

� nh xbZ fLFkfr ls vody lehdj.k cuk lduk

� mnkgj.k }kjk vody lehdj.k ds O;kid gy rFkk fof'k"V gy ds vFkZ dh O;k[;k dj
lduk

� fuEu izdkj ds vody lehdj.kksa dks gy dj lduk

(i) 
dy

f ( )
dx

= x (ii) 
dy

f ( ) g( )
dx

= x y

(iii) ( )
dy f( )

dx g

x, y

x, y
= (iv) ( ) ( )dy

P y Q
dx

+ =x x

� fn, gq, lhek izfrcU/ksa ds fy,] fn, gq, vody lehdj.k ds fof'k"V gy Kkr djuk



368

vody lehdj.k

xf.kr

ekWM~;wy - VIII

dyu

fVIi.kh

iwoZ Kku
� chth; iQyuksa] ifjes; iQyuksa rFkk f=kdks.kferh; iQyuksa dk lekdyu

32.1 vody lehdj.k
tSlk fd Hkwfedk esa o.kZu fd;k x;k gS fd HkkSfrdh] tho foKku rFkk lekt'kkL=k ds iz'uksa dks
xf.krh; inksa esa tc lw=k.k fd;k tkrk gS rks ,sls lehdj.k curs gSa tks vodyt lEc¼ gksrs gSaA
,sls lehdj.kksa dks vody lehdj.k dgrs gSaA mnkgj.kkFkZ]

(i)
dy

cos x
dx

= (ii) 

2

2

d y
y 0

dx
+ = (iii) xdx ydy 0+ =

(iv) 

2 32
2

2

d y dy
x 0

dxdx

   + =   
  

(vi)

2
dy dy

y 1
dx dx

 = + +  
 

32.2 vody lehdj.k dh dksfV (Øe) rFkk ?kkr
dksfV % vody lehdj.k dh dksfV ml lehsdj.k esa vkus okys lcls cM+s vodyt dh dksfV gksrh gSA

?kkr % ;g vody lehdj.k esa lcls cM+h dksfV okys vodyt dh ?kkr gksrh gSA

mnkgj.kkFkZ]

vody lehdj.k Øe (dksfV) ?kkr

(i)
dy

sin x
dx

=  ,d ,d

(ii)

2
2dy

3y 5x
dx

  + = 
 

,d nks

(iii)

2 42
2

2

d s ds
t 0

dtdt

   + =   
  

nks nks

(iv)

3

3

d v 2 dv
0

r drdr
+ = rhu ,d

(v)

2 54 3
3

4 3

d y d y
x sin x

dx dx

   
+ =   

   

pkj nks

mnkgj.k 32.1.  fuEu vody lehdj.k dh dksfV rFkk ?kkr Kkr dhft, %

22

2

d y dy
1 0

dxdx

  + + =  
   
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gy % fn;k gS]
22

2

d y dy
1 0

dxdx

  + + =  
   

i.e.

22

2

d y dy
1 0.

dxdx

 + + = 
 

vr% vody lehdj.k dk Øe nks gS rFkk ?kkr ,d gSaA

fVIi.kh% vody lehdj.k dh ?kkr rHkh ifjHkkf"kr gksrh gS ;fn og lehdj.k vodytksa osQ
lanHkZ esa ,d cgqin lehdj.k gSA

32.3 jSf[kd rFkk vjSf[kd vody lehdj.k
,sls vody lehdj.k dks ftl esa vkfJr pj rFkk ml ds lHkh vodyt dh ?kkr ,d gS vkSj
mudk ijLij xq.kk Hkh ugha gS] jSf[kd vody lehdj.k dgrs gSaA tks vody lehdj.k jSf[kd ugha
gSa os vjSf[kd lehdj.k dgykrs gSaA

mnkgj.kkFkZ] vody lehdj.k

2

2

d y
y 0

dx
+ =  rFkk  

3
2 3

3

d y dy
cos x x y 0

dxdx
+ + =  jSf[kd gSaA

vody lehdj.k 
2

dy y
log x

dx x

  + = 
 

 vjSf[kd gS D;ksafd 
dy

dx
 dh ?kkr nks gSA

iqu%] vody lehdj.k 
2

2

d y
y 4

dx
− = x  jSf[kd ugha gSa D;ksafd vkfJr pj  y rFkk blds vodyt

2

2

d y

dx
 dk ijLij xq.kk gSA

32.4 vody lehdj.k cukuk
ewy fcUnq ls tkus okyh lHkh ljy js[kkvksa ds ifjokj ij fopkj dhft, (fp=k 32.1)

js[kkvksa ds ifjokj dks
y = mx .....(1)

ls iznf'kZr fd;k tk ldrk gSA

nskuksa i{kksa dk vodyu djus ij gesa izkIr gksrk gS %

dy
m

dx
= .....(2)

(1) rFkk (2) ls gesa] izkIr gqvk

dy
y

dx
= x .....(3)

fp=k 32.1

x′

y′

x

y

y 
x

= –
y 

x
=

 –
2

y 
x

= y 
x

=
 2

O
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vr% y x= m rFkk 
dy

dx
=y x  ,d gh ifjokj dks iznf'kZr djrs gSaA

Li"Vr%] lehdj.k (3) ,d vody lehdj.k gSA

dk;Zdkjh fu;e% ,d lehdj.k ftlesa nks pj x rFkk y gSa rFkk dqN LoSfPNd vpj tSls a,b,c

bR;kfn gSa] ds laxr vody lehdj.k cukukA

(i) lehdj.k dks mruh ckj vodfyr djsa ftruh la[;k LoSfPNd vpjksa dh ml esa gSA

(ii) bu lehdj.kksa ls LoSfPNd vpjksa dk foyksiu djsaA

fVIi.kh% ;fn lehdj.k esa n LoSfPNd vpj gSa rks gesa ,d n dksfV dk vody lehdj.k izkIr
gksxkA

mnkgj.k 32.2.  oØksa ds dqy dks iznf'kZr djus okys lehdj.k 2y ax .bx= +  dk vody lehdj.k
cukb;sA

gy % 2y ax bx= + ......(1)

nksuksa i{kksa dks vodfyr djus ij

dy
2 ax b

dx
= + ......(2)

(2) dks iqu% vodfyr djus ij]

2

2

d y
2 a

dx
= ......(3)

⇒      
2

2

1 d y
a

2 dx
= ......(4)

(lehdj.k esa nks LoSfPNd vpj gSa] vr% geus] bl lehdj.k dks nks ckj vodfyr fd;k gS vkSj
vc 'a' vkSj 'b' dk foyksiu djuk gS)

'a' dk eku lehdj.k (2) esa j[kus ij] gesa izkIr gksrk gS %
2

2

dy d y
x b

dx dx
= +

⇒  

2

2

dy d y
b x

dx dx
= −

'a' vkSj 'b' ds eku lehdj.k (1) esa j[kus ij]
2 2

2
2 2

1 d y dy d y
y x x x

2 dxdx dx

   
= + −   

   

;k
2 2 2

2
2 2

x d y dy d y
y x x

2 dxdx dx
= + −
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;k
2 2

2

dy x d y
y x

dx 2 dx
= −

;k
2 2

2

x d y dy
x y 0

2 dxdx
− + =

tks vHkh"V vody lehdj.k gSA

mnkgj.k 32.3.   oØksa ds dqy dks iznf'kZr djus okys lehdj.k y a cos(x b)= +  dk vody

lehdj.k cukb;sA

gy %  y = a cos (x +b) .....(1)

nksuksa i{kksa dks vodfyr djus ij] gesa izkIr gksrk gS %

dy
a sin(x b)

dx
= − + ....(2)

iqu% vodfyr djus ij] gesa izkIr gksrk gS %

( )
2

2

d y
a cos x b

dx
= − + ....(3)

(1) vkSj (3) ls]
2

2

d y
y

dx
= −

vFkkZr~   

2

2

d y
y 0

dx
+ =  izkIr gqvkA

;gh vHkh"V vody lehdj.k gSA

mnkgj.k 32.4.     mu lHkh o`Ùkksa dk] tks ewy fcUnq ls gksdj tkrs gSa rFkk ftuds dsUnz x-v{k ij

gSa] vody lehdj.k Kkr dhft,A

gy % D;ksafd o`Ùkksa ds dsUnz x-v{k ij gaS] vr% bl dsUnz dk funsZ'kkad (a, 0) gksxkA
D;ksafd òÙk ewy fcUnq ls gksdj tkrs gSa] vr% f=kT;k a gSA

rc lehdj.k ( )2 2 2x a y a− + =  gksxkA (1)

laxr vody lehdj.k Kkr djus ds fy,] ge lehdj.k (1) dks vodfyr djrs gSa vkSj gesa fuEu
izkIr gksrk gS %

( )
dy

2 x a 2y 0
dx

− + =

vFkok     
dy

x a y 0
dx

− + =

vFkok    
dy

a y x
dx

= +

lehdj.k (1) esa 'a' dk eku j[kus ij gesa izkIr gksrk gS %
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2 2
2dy dy

x y x y y x
dx dx

   − − + = +   
   

vFkok             

2 2
2 2dy dy dy

y y x y 2xy
dx dx dx

   + = + +   
   

vFkok        
2 2 dy

y x 2xy
dx

= +

;gh vHkh"V vody lehdj.k gSA

fVIi.kh% ;fn lehdj.k esa ,d LoSfPNd vpj gS] rks laxr vody lehdj.k izFke Øe dk
gS rFkk ;fn lehdj.k esa nks LoSfPNd vpj gSa rks laxr vody lehdj.k dk Øe nks gSA

    ns[ksa vkius fdruk lh[kk 32.1

1. vody lehdj.k dy
y x 1

dx
= +  dh dksfV rFkk ?kkr Kkr dhft,A

2. fuEufyf[kr izR;sd vody lehdj.k dh dksfV rFkk ?kkr fyf[k;s %

(a)

4 2

2

ds d s
3s 0

dt dt

  + = 
 

(b)   

2 32

2

d s ds
3 4 0

dtdt

   + + =   
  

3. crkb, fd fuEufyf[kr vody lehdj.k jSf[kd gS vFkok vjSf[kd %

(a) ( ) ( )2 2xy x dx y x y dy 0− + − =  (b) dx dy 0+ =

(c)
dy

cos x
dx

= (d)
2dy

sin y 0
dx

+ =

4. 'a' rFkk 'b' dk foyksiu djds ( ) ( )2 2 2x a y b r− + − =  dk laxr vody lehdj.k
cukb,A

5. (a) ( )2 2 2y m a x= −  dk laxr vody lehd.k cukb,A

(b) 2 2 2y 2ay x a− + =  dk laxr vody lehdj.k cukb,] tcfd a LoSfPNd vpj

gSA

(c) oØksa ds ifjokj 2x 3xy Ae Be−= +  ds laxr vody lehdj.k cukb, tgka A  rFkk
B LoSfPNd vpj gSaA

(d) mu lHkh ljy js[kkvksa dk vody lehdj.k cukb, tks (3, 2) ls gksdj tkrh gSaA

(e) mu lHkh o`Ùkksa dk vody lehdj.k cukb, tks ewy fcUnq ls gksdj tkrs gSa rFkk ftuds
dsUnz y-v{k fLFkr ij gSaA
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32.5 O;kid rFkk fof'k"V gy
vody lehdj.k dk gy izfrykse izfØ;k gSA ;gk¡ ge ,slk lehdj.k izkIr djus dk iz;Ru djrs
gSa] ftldk vodyu djus ij rFkk vpjksa dk foyksiu djus ij geas nh xbZ vody lehdj.k izkIr
gksA bl izdkj izkIr lehdj.k dks vk| ;k vody lehdj.k dk gy djrs gSaA

fVIi.kh

1. ;fn ge vk| dks vodfyr djrs gSa rks gesa vody lehdj.k izkIr gksrk gSA ;fn ge
vody lehdj.k dk lekdyu djrs gSa rks gesa vk| izkIr gksrk gSA

2. vody lehdj.k dk gy vody lehdj.k dks lUrq"V djrk gSA

mnkgj.k 32.5.   n'kkZb, fd 1 2y C sin x C cos x= +  vody lehdj.k 
2

2

d y
y 0

dx
+ =  dk gy

gS tgka 1C  rFkk 2C  LoSfPNd vpj gSA

gy % 1 2y C sin x C cos x= + .....(1)

(1) dks vodfyr djus ij gesa izkIr gksrk gS %

1 2
dy

C cos x C sin x
dx

= − .....(2)

iqu% vodfyr djus ij gesa

2

1 22

d y
C sin x C cos x

dx
= − −

fn;s x;s vody lehdj.k esa 
2

2

d y

dx
 rFkk y dk eku izfrLFkkiu djus ij gesa izkIr gksrk gS %

2

1 2 1 22

d y
y C sin x C cos x ( C sin x C cos x)

dx
+ = + + − −

⇒
2

2

d y
y 0

dx
+ =

lekdyu esa LoSfPNd vpjksa dk egRoiw.kZ LFkku gSA vpjksa ds fHkUu ekuksa ds fy, vody lehdj.k
ds fHkUu gy gesa izkIr gksrs gSaA ftl gy esa vody lehdj.k dh dksfV ds leku LoSfPNd vpj
jgrs gSa mls O;kid gy dgrs gSaA

;fn ge vpjksa dks fof'k"V eku nsrs gSa] rks gy fof'k"V gy dgykrk gSA

fVIi.kh% O;kid gy esa LoSfPNd vpjksa dh la[;k vody lehdj.k dh dksfV ds cjkcj
gksrh gSA

mnkgj.k 32.6.    n'kkZb, fd 
a

y cx
c

= +  (tgka c vpj gS) vody lehdj.k 
dy dx

y x a
dx dy

= +

dk ,d gy gSA
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gy % fn;k gS 
a

y cx
c

= + .....(1)

(1) dk vodyu djus ij izkIr gksrk gS

dy
c

dx
= ⇒

dx 1

dy c
=

vody lehdj.k ds nk,¡ i{k esa 
dy

dx
 rFkk 

dx

dy
 dk eku j[kus ij gesa izkIr gksrk gS

    ( )
1 a

x c a cx y
c c

 + = + = 
 

vFkkZr~ nk;k¡ i{k = ck;k¡ i{k

vr%  fn, x, vody lehdj.k dk 
a

y cx
c

= + ,d gy gSA

mnkgj.k 32.7.   ;fn vody lehdj.k 
dy

6x 0
dx

− =  dk O;kid gy 2y 3x c= +  gS rks fof'k"V

gy Kkr dhft, tc y 3=  rc x 2=  gksA

gy % vody lehdj.k dk O;kid gy 2y 3x c= +  gS]

vc bl lehdj.k esa y 3, x 2= =  j[kus ij gesa izkIr gksrk gS

3 12 c= +  vFkok c 9= −

c dk eku O;kid gy esa j[kus ij gesa izkIr gksrk gS%

2y 3x 9= −

;gh vHkh"V fof'k"V gy gSA

32.6 vody lehdj.k dks gy djus dh fof/;k¡

32.6.1 tc pjksa dks i`Fkd fd;k tk lds

(i)
dy

f (x)
dx

==== izdkj ds vody lehdj.k

dy
f (x)

dx
=  vFkok  dy = f (x) dx izdkj ds vody lehdj.k ij fopkj djsaA

nksuksa i{kksa dk lekdyu djus ij gesa izkIr gqvk

( )dy f x dx=∫ ∫
;k   ( )y f x dx c= +∫
tgka c LoSfPNd vpj gSA ;gh fn, x, vody lehdj.k dk O;kid gy gSA
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fVIi.kh% O;kid gy esa c dk fy[kuk vko';d gS] vU;Fkk ;g fof'k"V gy cu tk;sxkA

mnkgj.k 32.8.  ( ) 2dy
x 2 x 4x 5

dx
+ = + −  dks gy dhft,A

gy % fn;k x;k vody lehdj.k gS % ( ) 2dy
x 2 x 4x 5

dx
+ = + −

;k
2dy x 4x 5

dx x 2

+ −
=

+
;k

2dy x 4x 4 4 5

dx x 2

+ + − −
=

+

;k
( )2

x 2dy 9

dx x 2 x 2

+
= −

+ +
;k

dy 9
x 2

dx x 2
= + −

+

;k
9

dy x 2 dx
x 2

 = + − 
+ 

.....(1)

(1) ds nksuksa i{kksa dks lekdfyr djus ij gesa izkIr gksrk gS %

9
dy x 2 dx

x 2

 = + − 
+ ∫ ∫

;k
2x

y 2x 9 log | x 2 | c
2

= + − + +  tgk¡ c LoSfPNd vpj gSA

;gh vHkh"V O;kid gy gSA

mnkgj.k 32.9.   
3dy

2x x
dx

= −  dks gy dhft,] fn;k gS fd tc x 0=  rks y 1=

gy % fn;k x;k vody lehdj.k gS % 3dy
2x x

dx
= −

;k ( )3dy 2x x dx= − ...(1)

(1) ds nksuksa i{kksa dk lekdyu djus ij gesa izkIr gksrk gS %

( )3dy 2x x dx= −∫ ∫ ;k     
4 2x x

y 2. c
4 2

= − +

;k    
4 2x x

y c
2 2

= − +  izkIr gksrk gS .....(2)

D;ksafd y 1=  rFkk x 0=

∴ ;fn ge bu ekuksa dks (2) esa j[ksa rks gesa izkIr gksrk gS %

1 0 0 c= − + ⇒ c = 1

iqu% c ds ekuksa dks (2) esa j[kus ij gesa izkIr gksrk gS %

( )4 21
y x x 1

2
= − +

;k ( )2 21
y x x 1 1

2
= − +   tks vHkh"V fof'k"V gy gSA
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(ii) 
dy

f (x) g(y)
dx

= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅  ds izdkj ds vody lehdj.k

dy
f (x) g(y)

dx
= ⋅  ;k 

dy
f (x) dx

g(y)
=  ds izdkj ds vody lehdj.k ij fopkj djsaA..(1)

lehdj.k (1) esa x rFkk y ds in ijLij vyx gks tkrs gSaA vr% ,sls lehdj.k pj i`FkDdh
vody lehdj.k dgykrs gSaA

,sls vody lehdj.k dks gy djus ds fy, ge nksuksa rjiQ dk lekdyu djrs gSa rFkk ,d rjiQ
LoSfPNd vpj tksM nsrs gSaA

vkb, ge dqN vkSj mnkgj.k ysaA

mnkgj.k 32.10.   vody lehdj.k ( ) ( )2 21 x dy 1 y dx+ = +  dks gy dhft,A

gy % fn;k x;k vody lehdj.k gS]  ( ) ( )2 21 x dy 1 y dx+ = +  ftldks fuEu izdkj ls

fy[kk tk ldrk gS %

2 2

dy dx

1 y 1 x
=

+ + ---(;gk¡ pjksa dks i`Fkd dj fn;k tkrk gS)      (1)

(1) ds nksuksa i{kksa dks lekdfyr djus ij gesa izkIr gksrk gS%

2 2

dy dx

1 y 1 x
=

+ +∫ ∫

;k 1 1tan y tan x c− −= +  tgk¡ c, LoSfPNd vpj gSA ;gh vHkh"V gy gSA

mnkgj.k 32.11.  2

dy 2x

dx 3y 1
=

+  dk fof'k"V gy Kkr dhft, ftlds fy, ( )y 0 3=  vFkkZr tc

x 0, y 3= =

gy % fn;k gqvk vody lehdj.k fuEu gS %

2

dy 2x

dx 3y 1
=

+

;k      ( )23y 1 dy 2x dx+ = (1)

;fn (1) ds nksuksa i{kksa dks lekdfyr djsa rks gesa fuEu izkIr gksrk gS %

( )23y 1 dy 2x dx c+ = +∫ ∫ ,

3 2y y x c+ = + tgk¡ c , LoSfPNd vpj gSA    (2)

;g fn;k x;k gS fd ( )y 0 3=

y 3= tc x 0, (2)=  esa j[kus ij gesa izkIr gksrk gS %

        27 3 c+ =
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∴     c = 30

vr% vHkh"V fof'k"V gy gS

        3 2y y x 30+ = +

32.6.2 le?kkrh; vody lehdj.k

fuEu vody lehdj.kksa ij fopkj djsa %

(i)
2 2 dy dy

y x xy
dx dx

+ = (ii) ( )3 3 2x y dx 3xy dy 0+ − =  (iii)

3 2

2

dy x xy

dx y x

+
=

lehdj.k (i) esa] ge ns[krs gSa fd izR;sd in dh ?kkr 2 gSA  [ tSls 2y dh ?kkr 2 gS] 2x  dh ?kkr

2 gS rFkk xy dh ?kkr 1+1=2 gS]

lehdj.k (ii) esa] izR;sd in dh ?kkr 3 gSA

lehdj.k (iii) esa] izR;sd in dh ?kkr 3 gSA

,sls lehdj.kksa dks le?kkrh; lehdj.k dgk tkrk gSA

fVIi.kh% le?kkrh; lehdj.k esa vpj ugha gksrsA

mnkgj.k ds fy,] vody lehdj.k ( ) ( )2 3x 3yx dx x x dy 0+ − + =  le?kkrh; lehdj.k

ugha gSa D;ksafd izR;sd in dh ?kkr leku ugha gSA 2x  dh ?kkr 2 gS] 3xy dh ?kkr 2 gS] 3x  dh
3 gS] x dh 1 gSA

32.6.3  le?kkrh; vody lehdj.k ds gy

,sls lehdj.k ds gy ds fy,
(i) ,d pj y dks vx ;k pj x dks vy eku yhft, tgk¡ v Hkh ,d pj gSA

(ii) vody lehdj.k esa y = vx (;k x = vy) fyf[k,A vkSj bl izdkj ls izkIr vody lehdj.k
i`FkDdh vody lehdj.k gks tk;sxkA

(iii) bl lehdj.k dks vc oSls gh gy djsas tSls fd vkius igys gy fd;k gSA

mnkgj.k 32.12. ( )2 2 2x 3xy y dx x dy 0+ + − =  dks gy dhft,A

gy % fn;k x;k vody lehdj.k gS %

( )2 2 2x 3xy y dx x dy 0+ + − =

;k
2 2

2

dy x 3xy y

dx x

+ +
= .....(1)

;g nks ?kkr dk le?kkrh; lehdj.k gSA y vx=  fy[kus ij ge izkIr djrs gSa %

dy dv
v x

dx dx
= +

∴(1) ls]
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( )22

2

x 3x.vx vxdv
v x

dx x

+ +
+ = ;k  

2
2

2

dv 1 3v v
v x x

dx x

 + +
+ =  

 

;k   
2dv

v x 1 3v v
dx

+ = + + ;k       
2dv

x 1 3v v v
dx

= + + −

;k  
2dv

x v 2v 1
dx

= + + ;k   2

dv dx

xv 2v 1
=

+ +

;k    ( )2

dv dx

xv 1
=

+ .....(2)

(2) ds nksuksa i{kksa dk lekdyu djus ij gesa  izkIr gksrk gS %

1
c log x

v 1

−
+ =

+
 tgk¡ c , LoSfPNd vpj gSA

blesa v  dk eku j[kus ij gesa izkIr gksrk gS %

x
log x c

y x
+ =

+  tgk¡ c , LoSfPNd vpj gSA

tks fn, gq, vody lehsdj.k dk vHkh"V gy gSA

fVIi.kh% ;fn le?kkrh; lehdj.k dks 
dx P(x, y)

dy Q(x, y)
=  ds :i esa fy[kk tk, rks x = vy

izfrLFkfir djds gy Kkr fd;k tkrk gS

32.6.4  
dy

Py Q
dx

+ =+ =+ =+ =  ds izdkj ds vody lehdj.k] tgk¡ P rFkk Q, dsoy x ds

iQyu gSaA

lehdj.k
dy

Py Q
dx

+ = .....(1)

ij fopkj djsa tgka P rFkk Q,x ds iQyu gSaA ;g dksfV ,d dk jSf[kd lehdj.k gSA

lehdj.k (1) dks gy djus ds fy, ge (1) ds nksuksa i{kksa dks Pdx
e∫  ( ftls lekdyu xq.kd

dgk tkrk gS) ls xq.kk djrs gSaA bl izdkj gesa fuEu izkIr gksrk gS

Pdx Pdx Pdxdy
e Py e Qe

dx
∫ ∫ ∫+ =

;k    ( )Pdx Pdxd
ye Qe

dx
∫ ∫= .....(2)

( )Pdx Pdx Pdxd dy
ye e Py.e

dx dx

 ∫ ∫ ∫= +  
Q

lekdyu djus ij] gesa izkIr gksrk gS
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Pdx Pdx
ye Qe dx c∫ ∫= +∫ .....(3)

;k           
Pdx Pdx

y e Qe dx c
−  ∫ ∫= +  ∫

 fVIi.kh 1

∫ Pdx
e  dks lehdj.k dk lekdyu xq.kd dgrs gSa vkSj la{ksi esa bls I.F. fy[kk tkrk gSA

 fVIi.kh 2

(i) ge us ns[kk fd jSf[kd vody lehdj.k (1) dk ck;k¡ i{k ( )Pdxd
ye

dx
∫  cu tkrk

gS tc ge bls Pdx
e∫  ls xq.kk djrs gSaA

(ii) jSf[kd vody lehdj.k 
dy

Py Q
dx

+ =  dk gy ( )Pdx Pdx
ye Q e dx c∫ ∫= +∫  gS

tgka P rFkk Q dsoy x ds iQyu gSA

(iii) ;fn 
dy

dx
dk xq.kkad 1 ugha gS rks lehdj.k dks bl ls Hkkx nsdj xq.kkad 1 cuk ysuk pkfg,A

(iv) dqN lehdj.k ,sls ik, tkrs gSa] tgka y dk O;ogkj] LorU=k pj dh rjg vkSj x vkfJr
pj dh rjg] gksrk gSA

dx
Px Q

dy
+ =  jSf[kd vody lehdj.k gS tgka P rFkk Q dsoy y ds iQyu gSaA

bl fLFkfr esa]  Pdy
I.F. e∫=

vkSj gy ( ) ( )x I.F. Q. I.F. dy c= +∫  gSA

mnkgj.k 32.13.  
xdy y

e
dx x

−+ =  dks gy dhft,A

gy % ;gka x1
P , Q e

x

−= =  [ nsf[k;s fd P rFkk Q nksuksa x ds iQyu gSaA ]

lekdyu xq.kd
1

dxPdx log xxe e e x
∫∫ = = = ( )x 0>

vr% fn, gq, lehdj.k dk gy gS%

xyx xe dx c−= +∫  tcfd c LoSfPNd vpj gSA

;k x xxy xe e dx c− −= − + +∫ ;k x xxy xe e c− −= − − +

;k ( )xxy e x 1 c−= − + + ;k
xx 1 c

y e
x x

−+ = − + 
 

uksV % gy esa x > 0 gSA
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mnkgj.k 32.14.  
2dy

sin x y cos x 2 sin x cos x
dx

+ =  dks gy dhft,A

gy % fn;k gS 2dy
sin x y cos x 2 sin x cos x

dx
+ =

;k
dy

y cot x 2 sin x cos x
dx

+ = .....(1)

;gka P cot x, Q 2 sin x cos x= =

   Pdx cot xdx log sin xI.F. e e e sin x∫ ∫= = = =

vr% fn, gq, lehdj.k dk gy gS%

2y sin x 2 sin x cos x dx c= +∫ , tgk¡ fd c LoSfPNd vpj gSA

;k 32
y sin x sin x c

3
= +

tks vody lehdj.k dk vHkh"V gy gSA

mnkgj.k 32.15.  ( )2 1dx
1 y tan y x

dy

−+ = −  dks gy dhft,A

gy % fn;k x;k vody lehdj.k gS %

( )2 1dx
1 y tan y x

dy

−+ = −

;k
1

2 2

dx tan y x

dy 1 y 1 y

−
= −

+ +

;k
1

2 2

dx x tan y

dy 1 y 1 y

−
+ =

+ +
....(1)

ftl dk :i dx
Px Q

dy
+ =  gS] tgka P rFkk Q,y ds iQyu gSaA

1
dy

12Pdy tan y1 yI.F. e e e
−+

∫
∫= = =

vr% fn, gq, lehdj.k dk gy gS%

     
11 1tan y tan

2

(tan y)
x.e e y.dy c

1 y

−− −
= +

+∫

eku yhft, 1t tan y−=  blfy, 
2

1
dt dy

1 y
=

+

∴        ( )1tan y te x e .tdt c
−

= +∫  tcfd c LoSfPNd vpj gSA
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;k ( )1tan y t te x te e c
−

= − +∫
;k ( )1tan y t te x te e c

−
= − +

;k ( )1 1 1tan y 1 tan y tan ye x tan y e e c
− − −−= − + ( 1t tan y−=  j[kus ij)

;k    
11 tan yx tan y 1 ce

−− −= − +

  ns[ksa vkius fdruk lh[kk 32.2

1. (i) D;k y sin x= ] 
2

2

d y
y 0

dx
+ =  dk ,d gy gS\

(ii) D;k 3y x= ] vody lehdj.k 
dy

x 4y 0
dx

− =  dk ,d gy gS\

2. lehdj.k 
dy

3x
dx

=  ds dqN gy uhps fn, x;s gSaA crkb, fd muesa dkSu ls fof'k"V gy

rFkk dkSu ls O;kid gy gS\

(i) 22y 3x= (ii)      
23

y x 2
2

= +

(iii) 22y 3x C= + (iv)    
23

y x 3
2

= +

3. crkb, fd D;k fuEufyf[kr vody lehdj.k le?kkrh; gSa vFkok ugha\

(i)

2

2

dy x

dx 1 y
=

+
(ii)  ( ) ( )2 23xy y dx x xy dy 0+ + + =

(iii) ( ) 2dy
x 2 x 4x 9

dx
+ = + − (iv)   ( ) ( )3 2 3 3x yx dy y x dx 0− + + =

4. (a) n'kkZb, fd 
2

2

d y
4y 0

dx
+ =  dk ,d gy y = a sin 2x gSA

(b) lR;kfir dhft, fd 
3

3

d y
6

dx
=  dk ,d gy 3 2y x ax c= + +  gSA

5.
2dy

sec x
dx

=  dk O;kid gy] y tan x c= +  gSA fof'k"V gy Kkr dhft, tc

(a) x , y 1
4

π
= =   (b) 

2
x , y 0

3

π
= =

6. fuEu vody lehdj.kksa dks gy dhft, %

(a) ( )5 1 3dy
x tan x

dx

−= (b) 
3 2 xdy

sin x cos x xe
dx

= +

(c) ( )2 dy
1 x x

dx
+ = (d) 

2dy
x sin 3x

dx
= +
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7.
x dy

e 4
dx

=  dk fof'k"V gy Kkr dhft, tc fn;k gS fd y 3=  tc x 0=

8. fuEufyf[kr vody lehdj.kksa dks gy dhft, %

(a) ( )2 2 2 2dy
x yx y xy 0

dx
− + + = (b)

dy
xy x y 1

dx
= + + +

(c) 2 2sec x tan y dx sec y tan x dy 0+ = (d)
x y y 2dy

e e x
dx

− −= +

9. fuEufyf[kr vody lehdj.kksa dks gy dhft, %

(a) ( )2 2x y dx 2xy dy 0+ − = (b)
2dy y

x y
dx x

+ =

(c)
2 2dy x y y

dx x

− +
= (d)

dy y y
sin

dx x x

 = +  
 

10.
dy

y sec x tan x
dx

+ =  dks gy dhft, A

11. fuEufyf[kr vody lehdj.kksa dks gy dhft, %

(a) ( )2 1dy
1 x y tan x

dx

−+ + = (b) 
2 dy

cos x y tan x
dx

+ =

(c)
dy

x log x y 2 log x
dx

+ = , x > 1

12. fuEufyf[kr vody lehdj.kksa dks gy dhft, %

(a) ( )
dy

x y 1 1
dx

+ + =

[ladsr: 
dx

x y 1
dy

= + +  ;k  
dx

x y 1
dy

− = +  dk :i  
dx

Px Q
dy

+ =  gS ]

(b) ( )2 dy
x 2y y

dx
+ = , y > 0 [ladsr: 

2dx
y x 2y

dy
= +  ;k  

dx x
2y

dy y
− = ]

32.7 vody lehdj.k ls lacf/r dqN vU; mnkgj.k

mnkgj.k 32.16.  lR;kfir dhft, fd ( )
2

2 2
2

d y dy
1 x m y 0

dxdx
− − − = dk gy 1m sin xy e

−
= gSA

gy % fn;k x;k gS fd
1m sin xy e

−
= .....(1)

x ds lkis{k (1) dk vodyu djus ij gesa izkIr gksrk gS
1m sin x

2 2

dy me my

dx 1 x 1 x

−

= =
− −

;k          
2 dy

1 x my
dx

− =
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nksuksa i{kksa esa oxZ djus ij] ( )
2

2 2dy
1 x m y

dx

2 − = 
 

nksuksa i{kksa dk vodyu djus ij]

( )
2 2

2 2
2

dy dy d y dy
2x 2 1 x . 2m y

dx dx dxdx

 − + − = 
 

;k ( )
2

2 2
2

dy d y
x 1 x m y

dx dx
− + − =  ;k ( )

2
2 2

2

d y dy
1 x x m y 0

dxdx
− − − =

vr%] fn;k gqvk lEcU/ 
1m sin xy e

−
=

( )
2

2 2
2

d y dy
1 x x m y 0

dxdx
− − − =  dk gy gSA

mnkgj.k 32.17.  ( ) ( )y yx dx x xy dy 0− + + =  }kjk iznf'kZr oØ dk lehdj.k Kkr dhft,a

tks fcUnq (1,1) ls gksdj tkrk gSA

gy % fn;k gqvk vody lehdj.k gS %

( ) ( )y yx dx x xy dy 0− + + =

;k ( ) ( )x xy dy yx y dx+ = −

;k ( ) ( )x 1 y dy y x 1 dx+ = −

;k
( )1 y x 1

dy dx
y x

+ −
= .....(1)

(1) ds nskuksa i{kksa dk lekdyu djus ij]

1 y x 1
dy dx

y x

+ −   =   
  

∫ ∫

;k
1 1

1 dy 1 dx
y x

   + = −  
  

∫ ∫ .....(2)

;k      log y y x log x c+ = − +

pwafd oØ (1, 1) fcUnq ls gksdj tkrk gS] blfy,

lehdj.k (2) esa x = 1, y = 1 j[kus ij]

1 = 1 + c ;k c = 0

vr% vHkh"V oØ dk lehdj.k gS

log y y x log x+ = −  ;k ( )log xy x y= −

mnkgj.k 32.18.   

2x 4x

x x

dy 3e 3e

dx e e−

+
=

+
 dks gy dhft,A

gy% fn;k gS fd
2x 4x

x x

dy 3e 3e

dx e e−

+
=

+
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;k
( )3x x x

x x

3e e edy

dx e e

−

−

+
=

+
;k 3xdy

3e
dx

=

;k 3xdy 3e dx= .....(1)

(1) ds nksuksa i{kksa dk lekdyu djus ij]

3xy 3e dx c= +∫ ,  tgk¡ fd c ,d LoSfPNd vpj gSA

;k
3xe

y 3 c
3

= + ;k 3xy e c= +

tks lehdj.k dk vHkh"V gy gSA

  ns[ksa vkius fdruk lh[kk 32.3

1. (a) ;fn 1y tan x−=  gks] rks fl¼ dhft, fd ( )
2

2
2

d y dy
1 x 2x 0

dxdx
+ + =

(b) ;fn xy e sin x= gks] rks fl¼ dhft, fd 
2

2

d y dy
2 2y 0

dxdx
− + =

2. (a)
dy

xy x y 1
dx

= + + +   }kjk iznf'kZr oØ] tks fcUnq (2, 0) ls gksdj tkrk gS] dk

lehdj.k Kkr dhft,A

(b)
cos xdy

y cot x 5e
dx

+ = }kjk iznf'kZr oØ] tks fcUnq , 2
2

π 
 
 

 ls gksdj tkrk gS] dk

lehdj.k Kkr dhft,A

3.

3x 5x

x x

dy 4e 4e

dx e e−

+
=

+
 dks gy dhft,A

4. (a) y 2dx xdy e sec y dy−+ =  dks gy dhft,A

(b) ( )2 1dy
1 x 4x 3 cot x

dx

−+ − =  dks gy dhft,A

(c) ( ) ( ) ( )21 y xy dy 1 x 1 y dx+ = − −  dks gy dhft,A

� vody lehdj.k ,slk lehdj.k gksrk gS ftl esa LorU=k pj] vkfJr pj rFkk LorU=k pj
ds lkis{k vkfJr pj ds fHkUu fHkUu vodyt lEc¼ gksrs gSaA

� vody lehdj.k dh dksVh ml lehdj.k esa vkus okys vf/dre vodyt dh dksfV gksrh gSA

� ,d vody lehdj.k dh ?kkr ml lehdj.k esa vf/dre dksfV okys vodyt dh ?kkr
gksrh gSA

C

A1

% + vkb;s nksgjk,¡
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� vody lehdj.k dh ?kkr rHkh ifjHkkf"kr gksrh gS ;fn og lehdj.k vodytksa ds lanHkZ
esa ,d cgqin lehdj.k gSA

� ftl vody lehdj.k esa vkfJr pj rFkk blds vodyt dh ?kkr dsoy ,d (1) ikbZ
tk, rFkk mudk ijLij xq.kk u gks] ,sls vody lehdj.k dks jSf[kd vody lehdj.k
dgrs gSaA

� jSf[kd vody lehdj.k izFke ?kkr dk gksrk gSA

� vody lehdj.k dk O;kid gy ,slk gy gksrk gS ftl esa LoSfPNd vpjksa dh la[;k
vody lehdj.k ds dksfV ds cjkcj gksrh gSA

� O;kid gy] fof'k"V gy rc cu tkrk gS tc fd fn, gq, izfrcU/ksa dks lUrq"V djus okys
LoSfPNd vpjksa ds fof'k"V eku fu/kZfjr gks tkrs gSaA

� ( )
dy

f x
dx

=  ds izdkj ds vody lehdj.k dk gy izkIr djus ds fy,] mlds nksuks i{kksa

dks x ds lkis{k lekdfyr djrs gSaA

� ( )
dy

f x g (y)
dx

=  ds izdkj ds vody lehdj.k dk gy pjksa dks i`Fkd dj ds vkSj nksuksa

i{kksa dk lekdyu djds izkIr fd;k tkrk gSA

� vody lehdj.k M  (x, y) dx + N (x, y ) dy = 0 dks le?kkrh; dgk tkrk gS ;fn
M (x, y) rFkk N (x, y) le?kkrh; gSA

� le?kkrh; vody lehdj.k dk gy y vx= vFkok x vy=  izfrLFkkfir djds rc pjksa dks
i`Fkd djds] fudkyk tkrk gSA

� izFke dksfV ds jSf[kd lehdj.k 
dy

Py Q
dx

+ = dk gy

( )Pdx Pdx
ye Q e dx c∫ ∫= +∫  gS  tcfd c ,d LoSfPNd vpj gSA

� O;atd Pdx
e∫  dks vody lehdj.k dk lekdyu xq.kd dgrs gSaA la{ksi esa bls I.F.. fy[kk

tkrk gSA

� https://www.youtube.com/watch?v=LloXYtsHyK4

� https://www.youtube.com/watch?v=arYcc6IQ-WU

1. vody lehdj.k dh dksfV rFkk ?kkr Kkr dhft,%

(a)

2 42
2

2

d y dy
x 0

dxdx

   + =   
  

(b) xdx ydy 0+ =

lgk;d osclkbV

vkb, vH;kl djsa



386

vody lehdj.k

xf.kr

ekWM~;wy - VIII

dyu

fVIi.kh

(c)

4

4

d y dy
4 4y 5 cos 3x

dxdx
− + = (d)

dy
cos x

dx
=

(e)

2
2

2

d y dy
x xy y

dxdx
− = (f)

2

2

d y
y 0

dx
+ =

2. Kkr dhft, fd fuEu lehdj.kksa esa dkSu ls jSf[kd rFkk dkSu ls vjSf[kd gSa %

(a)
dy

cos x
dx

= (b)
2dy y

y log x
dx x

+ =

(c)

3 22
2

2

d y dy
x 0

dxdx

   + =   
  

(d)
dy

x 4 x
dx

− =

(e) dx dy 0+ =

3. a dk foyksiu djrs gq, 2 2 2y 2ay x a− + =  ds laxr vody lehdj.k cukb,A bl dh

dksfV rFkk ?kkr fyf[k,A

4. a,b,c dk foyksiu djrs gq, 2y ax bx c= + +  ls vody lehdj.k Kkr dhft,A bldh
dksfV rFkk ?kkr fyf[k,A

5. fuEu ds O;kid gy esa fdrus vpj gksaxs \

(a) f}dksfV dk vody lehdj.kA

(b) r`rh; dksfV dk vody lehdj.k

(c) ikap dksfV dk vody lehdj.k

6. n'kkZb, fd vody lehdj.k 
2

2
2

d y dy
x x y 0

dxdx
+ + =  dk gy

( ) ( )y a cos log x b sin log x= +  gSA

7. fuEufyf[kr vody lehdj.kksa dks gy dhft, %

(a)
2 dy

sin x 3 cos x 4
dx

= + (b)
x y 2 ydy

e x e
dx

− −= +

(c)
dy cos x sin y

0
dx cos y

+ = (d) dy xydx xdx+ =

(e)
mdy

y tan x x cos mx
dx

+ = (f) ( )2 1dx
1 y tan y x

dy

−+ = −

ns[ksa vkius fdruk lh[kk 32.1

1. dksfV 1] ?kkr 1

2. (a) dksfV 2] ?kkr 1 (b) dksfV 2] ?kkr 2

mÙkjekyk
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vody lehdj.k
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dyu

fVIi.kh

3. ( a )  ( a )  ( a )  ( a )  vjSf[kd (b) jSf[kd

(c) jSf[kd (d) vjSf[kd

4.

3 22 2
2

2

dy d y
1 r

dx dx

    + =    
     

5. (a)

22

2

d y dy dy
xy x y 0

dx dxdx

 + − = 
 

 (b)   ( )
2

2 2 2dy dy
x 2y 4xy x 0

dx dx

 − − − = 
 

(c)  

2

2

d y dy
6y 0

dxdx
+ − = (d) ( )

dy
y x 3 2

dx
= − +

(e) ( )2 2 dy
x y 2xy 0

dx
− − =

ns[ksa vkius fdruk lh[kk 32.2

1. (i) gk¡ (ii) ugha

2. (i), (ii) rFkk (iv) fof'k"V gy (iiii) fof'k"V gy

3. (ii) (iv) le?kkrh;

5. (a) y = tan x (b)  y tan x 3= +

6. (a) ( ) ( )6 1 3 3 1 31 1 1
y x tan x x tan x c

6 6 6

− −= − + +

(b) ( )5 3 x1 1
y cos x cos x x 1 e c

5 3
= − + − +

(c)
21

y log x 1 c
2

= + + (d)
31 1

y x cos 3x c
3 3

= − +

7. xy 4e 7−= − +

8. (a)
x 1 1

log c
y x y

= + + (b)
2x

log y 1 x c
2

+ = + +

(c) tan x tan y c= (d)
3

y x x
e e c

3
= + +

9. (a) ( )2 2x c x y= −

(b) x cy y log | x |+ =

(c)
1 y

sin log | x | c
x

−   = + 
 

(d)
y

tan cx
2x

=

10. ( )y sec x tan x sec x tan x x c+ = + − +

11. (a) 1 tan xy tan x 1 ce− −= − +

(b) tan xy tan x 1 ce−= − +
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(c)
c

y log x
log x

= +

12. (a) ( )yx ce y 2= − + (b) 2x y cy= +

ns[ksa vkius fdruk lh[kk 32.3

2. (a) ( ) 21
log y 1 x x 4

2
+ = + −

(b) cos xy sin x 5e 7+ =

3.
5x4

y e c
5

= +

4. (a) ( )yx e c tan y−= +

(b) ( )22 13
y 2 log 1 x cot x c

2

−= + − +

(c)
2 2x y

log x 2 log 1 y 2y c
2 2

+ − = − − +

vkb, vH;kl djsa
1. (a) dksfV 2] ?kkr 3 (b) dksfV 1] ?kkr 1

(c) dksfV 4] ?kkr 1 (d) dksfV 1] ?kkr 1

(e) dksfV 2] ?kkr 1 (f) dksfV 2] ?kkr 1

2. (a), (d), (e) jSf[kd, (b), (c) vjSf[kd

3. ( )
2

2 2 2dy dy
x 2y 4xy x 0

dx dx

   − − − =   
   

4. .

3

3

d y
0

dx
= _ dksfV 3] ?kkr 1

5. (a) nks (b)  rhu (c) ik¡p

7. (a) y + 3 cosec x + 4 cot x = c (b)
3

y x x
e e c

3
= + +

(c) sin xsin y ce−= (d) ( )
2x

log 1 y c
2

− + =

(e)
m 1x

y cos x c cos x
m 1

+
= +

+

(f)
11 tan yx tan y 1 ce

−− −= − +


